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Übersicht

1) Detektoranordnungen

2) Rückwärtslösung: elektrisches Messsignal Phyisologische Aktivität (Position)

3) Lösungsansätze

4) Validierung aktueller Lösungsansätze an einem Torsophantom
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Mehrkanal EKG / EKG Bildgebung
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Mehrkanal EKG / EKG Bildgebung
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EKG-Bildgebung an einem Torsophantom
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Oberflächenpotenzial für zwei Dipole mit 
variierenden Amplituden
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Inverses Problem

Das bioelektrische inverse Problem beschreibt die Suche nach
den Quellenparametern -Ort und Orientierung- aus den gemessenen 
Spannungswerten an der Oberfläche.
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Inverses Problem: Mehrdeutigkeit

Allgemein ist es ein schlecht gestelltes Problem, da die Anzahl der Quellen
unbekannt ist, und unendlich viele Quellenkonfigurationen die Messwerte 
erklären würden. 

WMN Lokalisationsergebnis für zwei 
unkorrelierte Dipole (Dp 1 mit 20Hz und Dp 7 
mit 30Hz) zu einem Zeitpunkt an dem beide 
entgegengesetzte Orientierungen besaßen.

WMN Lokalisationsergebnis für zwei 
unkorrelierte Dipole (Dp 1 mit 20Hz und Dp 7 
mit 30Hz) zu einem Zeitpunkt an dem beide 
gleiche Orientierungen besaßen.

RUPRECHT-KARLS-
UNIVERSITY HEIDELBERG

Computer Assisted Clinical Medicine
Dr. Friedrich Wetterling

6/20/2011 | Page 9
Inverses Problem: a-priori Information

Um das inverse Problem eindeutig lösen zu können, müssen daher 
zusätzliche, die mögliche Quellenanordnung beschränkende Informationen 
(a-priori) einbezogen werden. 

1. Quellenmodell (Dipol, Flächenquelle, etc.)

2. Suchraum (z.B.: auf Herzmuskel beschränkt)

3. Richtung des Dipols (Strukturwissen über das Gewebe)
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Vorgehensweise

Darstellung des Suchprinzips. Die Messdaten werden mit den Vorwärtslösungen aller möglichen
Quellenparameter verglichen. Die Vorwärtslösung basiert auf dem Quellen- und Volumenleitermodell. 
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Die elektrische Vorwärtslösung
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Die Lösung der Poisson-Gleichung in einem unendlich ausgedehnten homogenen Medium, 

, führt zu:

'r
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Der Vektor gibt den Quellpunkt an und 

den Feldpunkt.
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Stückweise homogener Volumenleiter
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Die Beziehungen zwischen stückweise homogen leitendem Volumenleiter und Sensorgeometrie. 
Die Variablen:

Koordinate des Sensors, 

Normalenvektor zum Sensor, 

Koordinate des Dipols, 

Moment des Dipols,

G gesamter Leitfähigkeitsraum,

G1 Leitfähigkeitsraum Region 1 

spezifische elektrische Leitfähigkeit Region 1

werden zur Beschreibung des Volumenleiters und der Sensorpositionen benutzt
[Van Uitert 2004].



3

Seite 3

RUPRECHT-KARLS-
UNIVERSITY HEIDELBERG

Computer Assisted Clinical Medicine
Dr. Friedrich Wetterling

6/20/2011 | Page 13

iσ

nσ 1+nσ

1+= nn ϕϕ

nn
n

n
n

n ∂
∂

=
∂
∂ +

+
1

1
ϕ

σ
ϕ

σ

0=
∂
∂

n
n

n
ϕ

σ

Das biologische Objekt ist natürlich kein unendlich ausgedehnter Leiter, sondern besteht
aus einer endlichen Anzahl verschieden leitfähiger Gebiete. Betrachtet man den Körper
dementsprechend in verschieden leitfähige Regionen Gi mit den Leitfähigkeiten 

,so ergibt sich für das Potential an den Grenzflächen unterschiedlicher Leitfähigkeiten 

und 

die Identität:

Dieses Grenzflächenpotential ist die einzige Lösung für unter folgenden Randbedingungen:

An den äußeren Grenzen (zwischen biologischem Gewebe und Luft) gilt:

,da kein Strom das biologische Gewebe verlassen kann.

Endlich ausgedehnter Volumenleiter
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Volumenleitermodell

1. Zylinder mit homogener Leitfähigkeit

2. Realistische äußere Körperform mit homogener Leitfähigkeit

3. Realistische äußere Körperform mit isotroper Leitfähigkeit

4. Realistische äußere Körperform mit anisotropischer Leitfähigkeit
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Phantomaufbau
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Randelementemethode

• homogene Leitfähigkeit innerhalb eines Gebietes

• Jede Leitfähigkeitsregion muss in eine andere Leitfähigkeitsregion 
eingelassen sein (Matroschkaprinzip)

ausserhalb der Knochen kann entweder Körper- oder Muskelleitfähigkeit 
anschließen (teilweise unrealistisch)
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Finite Elemente Methode

• Leitfähigkeitstensoren in jedem 
Raumpunkt (anisotrope Leitfähigkeiten 
möglich)

• Sehr realistisch, aber 
rechenaufwändig

RUPRECHT-KARLS-
UNIVERSITY HEIDELBERG

Computer Assisted Clinical Medicine
Dr. Friedrich Wetterling

6/20/2011 | Page 18
Quellenmodell

1. fokale Quellenmodelle

-Einzeldipol (äquivalenter Dipol)

-Multiple (wenige) Dipole

-Multipole

2. verteilte Quellenmodelle

-Dipolverteilungen

-Flächen- und Volumenquellen

-Potentialschichten (z.B. so genannte Spannungsdoppelschichte)
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Suchraum (sagittal)

1. Die Positionen möglicher Dipolquellen werden auf einen 
‚sinnvolllen‘ Bereich festgelegt.

2. Der Suchraum wird diskretisiert
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Suchraum (coronar)

Weitere Restriktionen:

Die Ausrichtung möglicher Dipolquellen wird in Abhängigkeit der 
Ausrichtung der Nervenbahnen festgelegt.
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Oberflächenpotentiale

Gegeben ist eine räumlich zeitliche m x n Messmatrix F (Def. 3-1), deren 
Spalten repräsentieren die Potentiale an m Sensorpositionen, als ein mx1 
Vektor. Die Zeilen enthalten die Potentiale einer Sensorposition über n 
Abtastwerte. 
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Vorwärtslösung: Quellraum

2.  Normalisiertes Dipolmoment

• Drei Ausrichtungen jeweils entlang x, y, und z.
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Parametervektor der Quelle als 3pxn 
Matrix S definiert, wobei p die 
Suchraumposition und n die Anzahl der 
Zeitpunkte angibt
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Vorwärtslösung: Leadfieldmatrix

Eine Berechnung nach der Integralgleichung ist natürlich sehr 
aufwendig. Für jede Quellenposition und Orientierung diese 
Integralgleichung zu lösen, erfordert noch viel längere 
Berechnungszeiten. Deshalb definiert man als drittes die m x 
3p Übertragungsmatrix L (engl. Leadfield matrix). Sie enthält 
die auf 1 normierten Vorwärtslösungen für die 3 orthogonalen 
Orientierungsparamter (die Orientierung wird als quasilinear 
betrachtet) in allen p nichtlinearen Positionen.

Die Übertragungsmatrix wird mit Hilfe der 
Randelementemethode berechnet.
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Vorwärtslösung: Lösungsgleichung
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Vereinfacht kann durch die Multiplikation der Übertragungsmatrix L mit beliebigen Quellenparametern S 
jede mögliche Vorwärtslösung errechnet werden, ohne dafür die Integralgleichung lösen zu müssen:

Würde man im Punkt 1 einen Dipol berechnen, der nur ein Moment von 1 in x-Richtung hätte, dann 
würde man die erste Spalte der Übertragungsmatrix L als Lösung erhalten.
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Suchverfahren I: Gewichtetes Minimum 
Norm Verfahren

2
2 ),( forF −=Δ

Das GEWICHTETE MINIMUM NORM (WMN, engl: weighted) Verfahren wird benutzt, um verteilte Quellen zu berechnen. In 
jedem möglichen Punkt, in dem eine Quelle sein könnte (Gitternetz vom Quellenraum), sucht dieser Algorithmus nach den 
passenden Parametern. Die Zielfunktion besteht hierbei aus der quadratischen Norm der Vorwärtslösung, bestehend aus 
den kumulierten Vorwärtslösungen der Einzeldipole über den ganzen Quellenraum minus dem gemessenen Feldvektor f 
(eine Spalte aus der Messmatrix F zum Zeitpunkt n): 

Abbildung 3-4: Das Minimum Norm Verfahren bestimmt für jede mögliche Dipolposition die Parameter, die die quadratische Norm, gebildet aus der Differenz von 
Vorwärtslösung und den Messwerten, minimieren. Deshalb enthält dessen Lösung so viele Dipole, wie der Quellenraum Punkte hat. In diesem Fall lag die Quelle im 
oberen Bildausschnitt zwischen den Potentialextrema. 

Als Ergebnis erhält man so viele Dipole, wie Gitternetzpunkte. Die Dipolmomente sind 
dabei variabel, unterscheiden sich in Orientierung und Amplitude.  Die größten Dipole 
befinden sich im Bereich der wahren Quelle. 
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Suchverfahren I: Gewichtetes Minimum 
Norm Verfahren

22
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Es ist notwendig einen Regularisierungsfaktor 
einzufügen, über den der Einfluss des gesamten Regularisierungsterms 

geregelt werden kann. Die Wichtungsmatrix 

erlaubt es zusätzliche Bedingungen in die Gleichung einfließen zu 
lassen, so zum Beispiel die Wichtung der Quellentiefe. Es gibt 
verschiedene Normen, die sich in der Zahl der Potenz p, für 
1<p<2unterscheiden. In ist demzufolge die L2-Norm notiert.

Fügt man einen zusätzlichem Regularisierungsterm hinzu, so folgt die gewichtete Minimum Norm Lösung:
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Suchverfahren II: Räumlich-Zeitliche 
Verfahren (Multiple Signal Klassifikation)

Problem:  Verfahren, die die zeitliche Information vernachlässigen, können nur schlecht zwischen zeitlich unkorrelierten 
Quellen unterscheiden.
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Wird die gemessene Potentialverteilung von mehr als nur einer Quelle generiert, kann die Suche nach 
einzelnen Dipolen nicht mehr zum Erfolg führen. Man klassifiziert deshalb die Signale (MUSIC, engl.: Multiple 
Signal Classification) und lokalisiert danach erst die Dipole aus den separierten Feldverteilungen. Dazu wird die 
Singulärwertzerlegung als räumlich zeitlicher Filter benutzt, um die Messmatrix F in zeitlich und räumlich 
orthogonale Unterräume zu zerlegen, insofern differenzierbare  Komponenten enthalten sind.

Signaltheoretisch setzt sich die reale Messwertmatrix F aus einem Signal- und einem Rauschanteil (m x n 
Fehlermatrix) zusammen.
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Suchverfahren II:
MUSIC - Autokorrelationsmatrix
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Nimmt man an, das Rauschen sei Nullsymmetrisch und über alle Frequenzen gleich verteilt (weißes Rauschen), 
ergibt sich der Erwartungswert des Skalarprodukts FFT als
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Durch Ausmultiplizieren erhält man

Da die Fehlermatrix unkorreliert gegenüber der Signalmatrix ist, muss der 
Erwartungswert des Skalarprodukts zwischen beiden Null sein:
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.. Kovarianz des Rauschanteils

Autokorrelationsmatrix:
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Suchverfahren II:
MUSIC - Singulärwertzerlegung
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In den folgenden Erläuterungen ist der Signalunterraum US die rechtseitig transformierte und linksseitige 
Orthonormalmatrix der singulär zerlegten Signalkorrelationsmatrix :

Gleichfalls ist der Rauschunterraum UR als rechtsseitig transformierte und linksseitige Orthonormalmatrix der singulär 
zerlegten Rauschkorrelationsmatrix definiert:

.. Diagonalmatrix ist, welche die Singulärwerte enthält.

Singulärwertzerlegung der Autokorrelationsmatrix:
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SVD
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Die Singulärwertzerlegung, auch Hauptkomponentenanalyse, ist eine zweidimensionale orthogonale 
Zerlegungsmethode. Sie zerlegt eine mxn Matrix F in eine linksseitige mxm Matrix U und eine rechtsseitig nxn Matrix 
V, sowie in eine diagonale mxn Singulärwertmatrix

Die linksseitige mxm Matrix U enthält r linear unabhängige orthonormierte Spalten. 

Der Rang r der Matrix F ist die Anzahl der von Null verschiedenen Singulärwerte in 

und gibt die Anzahl der r unabhängigen Basisvektoren an.

ist eine Diagonalmatrix, die die jeweiligen Singulärwerte in absteigender Reihenfolge enthält. Die r 
Singulärwerte der Matrix F sind der konstante Faktor zwischen linksseitiger und rechtsseitiger r-ter 
Komponente. 

Σ
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Beispiel: EKG-Bildgebung

= +
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Orthogonal Unterräume des Messsignals
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Die Schrittfolge, mit der MUSIC die Quellparameter berechnet lautet: 
a. Aufstellen einer räumlich zeitlichen Matrix F, die Messwertmatrix mit n Abtastwerten und m Sensoren.

b. Zerlegung der aus F gebildeten Korrelationsmatrix FFT mittels Singulärwert Zerlegung. 

c. Wahl des Signalunterraums Us (Man bestimmt den Rang der Messwertmatrix durch die Anzahl der r von 
Null verschiedenen Singulärwerte. Zerlegt man reale Messmatrizen, so sind die Singulärwerte niederen 
Ranges –weil weiter rechts stehend in der Singulärwertmatrix- größer als Null. Die Amplitude ist für den 
Signalrauschraum UR aber kleiner, als das Signal Rausch Verhältnis. Demnach sollte der Rang des 
Signalunterraums die Anzahl der Singulärwerte sein, deren Amplitude größer, als das 
Signalrauschverhältnis ist.)

d. Aufstellen eines relativ dichten Gitters möglicher Dipolpositionen. In jedem Gitterpunkt wird dann die 
Vorwärtslösung berechnet.

e. Berechnung der Unterraumkorrelation zwischen den Teillösungen in L und dem Signalunterraum Us:

Der klassische MUSIC sucht demnach nur nach einer Quelle pro Signalunterraumkomponente, deren Punkt 
für den betrachteten Zeitbereich fixiert ist, nur deren Dipolmoment sich um 180° drehen kann.

Suchverfahren II: MUSIC - Ansatz
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Unterraumkorrelation
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Lokalisationsgenauigkeit: Einzeldipole
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Lokalisationsgenauigkeit: Zwei Dipole
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Einzeldipole während unkorrelierter 
Dipolaktivität zweier korrelierter Dipole



7

Seite 7

RUPRECHT-KARLS-
UNIVERSITY HEIDELBERG

Computer Assisted Clinical Medicine
Dr. Friedrich Wetterling

6/20/2011 | Page 37
Lokalisationsgenauigkeit: Test am Phantom
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Lokalisationsgenauigkeit: Fehler durch 
Diskretisierung des Suchraums
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Fehler der Vorwärtsrechnung ist schwer 
Abschätzbar ( Fehlerquelle)

ESLV +⋅=
versus

Angenommenes Modell:
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Berechnung der Herzmuskelaktivität aus 
magnetischen Messdaten

Aus: Numerische Berechnung und Analyse biomagnetischer Felder, Habilitationsschrift 2002,
Prof. Dr. Jens Haueisen, Institut für Biomedizinische Technik Universität Ilmenau
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Potentielle Anwendungen
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Zusammenfassung

1. Elektrodenfelder ermöglichen die räumlich aufgelöste Messung von 
Oberflächenpotentialen

2. Quellenposition kann aus räumlich zeitlich aufgelösten Messwerten rekonstruiert werden 
(inverses Problem)

3. A-Priori Information wird benötigt (Quellmodell, Volumenleitermodell, 
Suchraumeinschränkung)

4. Minimum-Norm-Verfahren

5. Multiple Signal Klassifikation

6. Potentielle Applikationen


